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C(X) CEBİRİNDEKİ SPEKTRUM ÖZELLİKLERİ 

 

 ÖZET 

 Herhangi bir Banach cebiri Y olsun.  f:C X Ysürekli 

homomorfizim olmak üzere  C X  deki sıfır bölenlerden faydalanarak 
*
f  

adjoint dönüşümünün örten yani     *
f Δ Y =Δ C X  olduğunu gösterdik. Bu 

özellikten g C(X) için     C(X) Y
ζ g =ζ f g olduğunu yani spektrumun 

dönüşümü özelliğinin sağlandığını elde ettik. 

 Anahtar Kelimeler: Banach Cebiri, Topolojik Sıfır Bölen,  

          Spektrum, Kompleks Homomorfizm,  

     Maksimal İdeal 

 

SPECTRUM PROPERTIES IN C(X) ALGEBRA 

 

 ABSTRACT 

 Let Y be a Banach algebra and  f:C X Y be a continous 

homomorphism. We have shown that the adjoint trasformation 
*
f  is 

surjective by using topological zero divisors in   C X , ie., 

    *
f Δ Y =Δ C X . As a result for g C(X), we obtained  

    C(X) Y
ζ g =ζ f g , which implies that spectrum transformation is 

satisfied. 

 Keywords: Banach Algebra, Topological Zero Divisor, Spectrum, 

       Complex Homomorphism, Maximal Ideal 
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 1. GİRİŞ (INTRODUCTION)  

Bu makalede X Banach cebirinin kompleks homomorfizmlerin kümesi 

 Δ X , maksimal idealler uzayı  M X  ile göstereceğiz. X Banach 

cebirinin kompleks homomorfizmleri ile maksimal idealleri arasında 1-1 

eşleme vardır.[5,7] 

Eğer X birimli Banach cebiri ve x 0olan her x X için,  -1
x X  

ise X ile C  izometrik izomorftur.[5] Bunun sonucu olarak X birimli 

değişmeli bir Banach cebiri ve her  I M X  için X
I
 ile C nin izomorf 

olduğunu söyleriz.[7] 

X değişmeli bir normlu cebir olsun. Eğer her x Xiçin xy=0  

olacak şekilde sıfırdan farklı y X varsa x elemanına X cebirinin 

sıfır böleni denir.[5] Eğer her k INiçin 
k
y =1 ve 

k
lim xy =0 

olacak şekilde  ky  dizisi varsa x elemanına topolojik sıfır bölen 

denir. Ayrıca x topolojik sıfır bölen ise  -1
x X  ve 

1x X  ise x 

topolojik sıfır bölendir.[5,7] 

X birimli Banach cebiri ve x Xolsun.  

   
-1

X
ζ (x)= λ C x-λ.1 X                                          (1) 

kümesine x elemanının X cebirindeki spekturumu;   X
C-ζ x  kümesine x 

elemanının rezolventi;  

    
X X
r x =sup λ λ ζ x                                             (2) 

sayısına da x elemanının spektral yarıçapı denir.[5,7] Ayrıca 

 
1

n n

X
r x =lim x  olarak ifade edilir.[5] 

 X ve Y birimli Banach cebiri f:X Y sürekli bir homomorfizim 

olsun. Bu homomorfizmin adjointi * * *
f :Y X ,  *

ψ Y  için 

      
* *
f ψ:X C, f ψ x =ψ f x                                          (3) 

şeklindedir. 

Eğer x X için     X Y
ζ x =ζ ψ x  oluyorsa, bu eşitliğe 

spekturumun dönüşümü özelliği sağlanır denir.[5] 

 Corach-Suarez [3]; 
*
f  dönüşümünün örten olması ve spektrum 

dönüşümü özelliğinin sağlanması durumunu incelemiştir. Yine Akay, H. - 

Argün, Z. [1]; yaptıkları çalışmada T, A cebirinde bir çarpan 

operatörü ve  Δ A , A cebirinin Gelfand spektrumunu göstermek üzere 

 Δ A  ile  ˆΔ T  kümeleri arasındaki ilişkiyi incelemişlerdir. 

 

 2. ÇALIŞMANIN ÖNEMİ (RESEARCH SIGNIFICANCE) 

:C(X) Yψ  homomorfizim olmak üzere (C(X)) ile  *
ψ Δ Y  

kümelerinin eşit olma durumu araştırılmıştır. Bunun sonucu olarak 

spektrumun dönüşümü özelliğinin sağlandığı elde edilmiştir. 

 

 3. C(X) CEBİRİNDE MAKSİMAL İDEALLERİN DÖNÜŞÜMÜ 

         (TRANSFORMATION OF MAXIMAL IDEALS IN C(X) ALGEBRA) 

X kompakt uzay, Y birimli değişmeli herhangi bir Banach cebiri 

olmak üzere f:C(X) Y sürekli homomorfizminden elde edilen 
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    *
f :Δ Y Δ C X  adjoint dönüşümünün hangi koşullar altında örten 

olduğunu inceledik. 

 

 Teorem 3.1: X ve Y birimli değişmeli Banach cebiri olmak üzere 

 *
f Δ(Y) Δ X   dir. 

İspat: Herhangi bir ψ Δ(Y)ve  
1 2
x ,x X alalım. 

  * * *

1 2 1 2 1 2 1 2
f ψ x ,x =ψ(f(x ,x ))=ψ(f(x )).ψ(f(x ))=f ψ(x ).f ψ(x )      (4) 

olup  

*
f ψ Δ(X)                                                          (5) 

Böylece 

                                                     (6)                             

 

elde edilir. 

 Teorem 3.2: Y herhangi bir Banach cebiri,X=[0,1] olmak üzere 

ψ:C(X) Y, ψ(1)=1 şartını sağlayan sürekli bir ψ  homomorfizmi 

verilsin. Yine φ Δ(C(X )) için ψ(Çekφ )  J  olacak şekilde Y 

cebirinden farklı bir J ideali var olsun. Eğer her f C(X) için 

  C(X) Y
r (f)=r ψ f  oluyorsa 

*
ψ Δ(Y) = Δ(C(X )) olur. 

İspat: Herhangi bir φ Δ(C(X ))  alalım. I=Çekφ olacak şekilde 

I M(C(X)) maksimal ideali vardır. Y cebirinin  ψ I yi kapsayan en 

küçük ideali J olsun. Eğer J Yise 
1

J J  olacak şekilde  
1
J M Y  

vardır. Buradan   
1 1 1
J =Çekφ ,φ Δ Y  yazılır. Gelfand-Mazur 

teoreminden  f C X  için f=λ.1+y olacak şekilde  λ C,y Y  vardır. 

Buradan; 

* *

1 1
ψ φ ,f = ψ φ ,λ.1+y =λ                           (7) 

olur. Böylece; 

*

1
f= ψ φ ,f .1+y                  (8) 

     * *

1 1
φ f = ψ φ ,f .φ 1 +φ y = ψ φ ,f                                   (9) 

 

bulunur. Burada Teorem 1 kullanılırsa  

    *
Δ C X =ψ Δ Y                                                    (10) 

elde edilir. Şimdi J=Y olsun. Bu durumda 

 
N

i i

i=1

y ψ f =1                                                      (11) 

olacak şekilde   
i i
f I,y Y, i=1,...,N  vardır. 

1 2 N
f,f,...,f  singüler 

olup C(X) de topolojik sıfır bölendir. Böylece  (1)

(n)
g C(X)dizileri 

elde ederiz ki her n IN için 
(i)

n
g =1 ve (i)

i n
fg 0(i=1,...,N) olur. 

(i) (2) (N)

n n n n
g =g .g .....g  olarak alınırsa 

n
g =1, 

i n
f.g 0                                                 (12) 

*
f Δ(Y) Δ(X)
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olduğu görülür. Böylece her ε>0 verildiğinde her 
0

n n  olduğunda 

i n

ε
f.g <

ψ
 olacak şekilde 

0
n IN vardır. Buradan 

  
i n

ψ f.g 0                                                     (13) 

elde edilir. Öte yandan  
N

i i

i=1

y ψ f =1olduğu kullanırsa  

             
N N N

n n i i i i n i i n

i=1 i=1 i=1

ψ g =ψ g y ψ f = y ψ f .ψ g = y ψ f.g               (14) 

      
N N

n i i n i i n

i=1 İ=1

ψ g = y ψ f.g y . ψ f.g                             (15) 

olarak bulunur. Böylece   
i n

ψ fg 0 olduğundan   
n

ψ g 0 elde 

ederiz. Her ε>0 için 
(i) (2) (N)

n n n n
g =g .g .....g  olarak alınırsa  ψ g <ε 

olduğundan   y
r ψ g <ε olur. Yine   φ Δ C X  için 

 


0

i

n
g 0 olup 

       
0 0

i i

n n
g φ =φ g 0 olacaktır. Buradan 

  
0

i

n i
φ g =δ ,i=1,2,...,N ve 

1 2 N
s= ss...s  olarak alırsak  φ g =s>0 ve   C(X)

r g s bulunur. Bu 

durum 0<ε<s için      Y C(X)
ε>r ψ g =r g s olması ile çelişir. O halde 

J Y dir. Bu ise ispatı tamamlar.  

 Böylece 
*
ψ dönüşümü, Y’nin maksimal ideal uzayını C(X)’nin 

maksimal ideal uzayına dönüştürdüğünü elde ederiz.  

 

 4. C(X) CEBİRİNDE SPEKTRUM DÖNÜŞÜMÜ  

    (SPECTRUM TRANSFORMATION IN C(X) ALGEBRA) 

 Teorem 4.1: Y, C(X) Banach cebirinin birimini içeren bir alt 

cebir olsun. Bir f Y için, eğer f fonksiyonu C(X) Banach cebirinin 

regüler bir elemanı olduğunda, f fonksiyonu Y alt cebirinin de regüler 

bir elemanı oluyor ise her h Y için    Y C(X)
ζ h =ζ h  olur. 

İspat: Herhangi bir h Y ve herhangi bir  
C(X)

λ ρ h  alalım. 

Buradan  
-1

h-λ.1 C(X)  ve h-λ.1 Y olduğundan hipotez gereği 

 -1
h-λ.1 Y  olur. Böylece  

C(X) Y
ρ (h) ρ h  bulunur [5]. Bunun sonucu 

olarak; 

   Y C(X)
ζ h =ζ h                                                     (16) 

elde ederiz. 

 Teorem 4.2: Y,C(X) Banach cebirinin birimini içeren regüler alt 

cebiri olsun. Yf  için f , C(X) Banach cebirin de regüler ise f,Y 

cebirininde regüler bir elemanıdır. 

İspat: Her  
1
φ Δ Y  için 

1 Y
φ =φ  olacak şekilde   φ Δ C X  

vardır. Buradan Yf  için                 

      1 Y
φ f =φ f =φ f 0                                             (17) 

olup f,Y cebirinin regüler elemanıdır. 
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 Teorem 4.3: Y birimli bir Banach cebiri ve ψ:C(X) Y sürekli 

bir homomorfizm olsun. Eğer     *
ψ Δ Y =Δ C X  ise her f C(X) için 

   Y C(X)
ζ ψ(f) =ζ f  olur. Yani spektrumun dönüşümü özelliği sağlanır. 

İspat: Her f C(X) için 
*

1
ψ φ ,f = φ,f  ayrıca 

        
Y 1 1

ζ ψ f = φ ψ f φ Δ Y                                       (18) 

       
C(x)

ζ f = φ f φ Δ C X                                          (19) 

İfadeleri yazılır. Buradan (18) ve (19) kullanılırsa; 

  Y
ζ ψ f =  C(x)

ζ f                                                   (20) 

bulunur. 

 

5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER (CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS) 

Bir Banach cebiri C(X) ve Y herhangi Banach cebiri olmak üzere 

(C(X)) ile  *
ψ Δ Y  kümelerinin eşit olduğu elde edilmiştir. Bundan 

yararlanarak spektrumun dönüşümü özelliğinin sağlandığı 

gösterilmiştir. Buradaki Banach cebirleri değiştirilerek aynı problem 

incelenebilir. Yine ψ  üzerindeki koşullar değiştirilerek maksimal 

ideallerin nasıl dönüşeceği araştırılabilir. 
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